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Koule

Průmět koule (samozřejmě 4D) do roviny nebudeme dělat. Ať totiž zvolíme prostor s kolika chceme dimenzemi, vždycky nám vyjde jako průmět kruh. Raději si hned na začátku řekneme, co to vlastně "koule" je.

Tak tedy : "Koule je množina bodů, jejichž vzdálenost je od daného bodu (středu) menší nanejvýš rovna zvolené konstantě (poloměru)."


Za xi se postupně dosadí všechny souřadnice existujících dimenzí.

Velikost (a řez)

U koule nemá smysl určovat počet hran a vrcholů, zato určení její velikosti tedy obsahu a povrchu smysl má. Ty jsou naopak v případě rovnoběžnostěnů poměrně snadno určitelné.

Pro určení velikosti koule je třeba vycházet z výše uvedené definice. Navíc je třeba učinit jednu úvahu. Co vznikne jako průnik nD koule a n-1D prostoru? Mohou nastat dva základní případy a jedna malinká singularita. Jde totiž o to, jestli vzdálenost n-1D prostoru od středu koule je větší nebo menší než poloměr a nebo je mu rovna. Je-li ta vzdálenost větší než poloměr, pak je průnik prázdná množina (prostor kouli mine). Je-li však menší, průnikem bude n-1D koule o poloměru [image: image1.png]


. R je poloměr původní nD koule a a je vzdálenost n-1D prostoru od středu koule. Nyní se dostáváme k té singularitě. Budou-li totiž vzdálenost od středu a poloměr stejné, pak bude průnikem jediný bod a je docela jedno v kolika rozměrném prostoru.

Důkaz

To nejde, takhle vypálit od boku rovnici [image: image2.png]


. Je třeba to pěkně dokázat.

Zvolme si kartézský souřadný systém tak, aby jeho počátek byl ve středu koule. Jednu osu orientujeme tak, aby byla kolmá na n-1D prostor protínající kouli. Jeho vzdálenost od středu koule pak bude dána vektorem rovnoběžným s touto osou. Tu si označíme třeba xn. Ve vzdálenosti a od středu koule (a od počátku souřadné soustavy) bude tuto kouli protínat ten prostor. Z nD koule dané rovnicí [image: image3.png]


budou ve zmíněném prostoru ležet pouze ty body, které splňují podmínku xn = a. Pak můžeme hledaný průnik popsat rovnicí [image: image4.png]


(z proměnné xnse stala konstanta a). Převedeme-li si konstanty R a a na jednu stranu a zavedeme-li m = n - 1, získáme rovnici [image: image5.png]


. Jak vidět, pravá strana evidentně popisuje mD kouli (v prostoru o jeden rozměr menší než ten původní — totiž v tom prostoru, jímž jsme provedli řez a jemuž přeci chybí osa xn). Poloměr mD koule vzniklé na řezu se pak vypočte [image: image6.png]


.

Nyní se vraťme k velikosti
Poněkud lepší a hlavně snad fungující odvození je zde.

O tomto problému jsem se bavil s kamarádem a každý jsme na řešení šli jinou cestou a každému nám vyšel jiný výsledek. Minimálně jedno z těch dvou řešení je špatně, možná ale, že obě. Obě řešení zde uvedu a budu rád, když provedete důkaz o nesprávnosti toho špatného (běda, když to bude to moje  ). Napřed uvedu to svoje.

 Pro určení obsahu a povrchu koule jsem vyšel ze dvou úvah. Obě vedou k integrálům. Je ale možno celý problém ilustrovat pomocí sumace (sčítání). Abychom se nebáli integrálů, tak je velmi populárně objasníme zde. Tak tedy celou kouli rozřežeme na nekonečně mnoho nekonečně tenkých plátků (neboli koulí v prostoru o jeden rozměr menším). Nebo pomocí sumace na co nejvíc velmi tenkých plátků (čím budou ty plátky tenčí, tím více se přiblížíme správnému výsledku). Když se nám podaří zjistit obsah jednotlivých plátků a všechny sečíst či integrovat, zjistíme tak obsah celé nD koule. Ještě lze poznamenat, že určení obsahu je vlastně odpověď na otázku; kolik je celkem bodů, které splňují podmínku nerovnosti:

[image: image7.png]



A určení povrchu je odpověď na otázku; kolik je celkem bodů, které splňují podmínku rovnosti:

[image: image8.png]



 Když známe tyto údaje u n-rozměrné koule, tak výše uvedenou metodou je můžeme určit i pro kouli o jeden rozměr vyšší. Budeme-li tento trik dostatečně dlouho opakovat, získáme povrch i obsah koule o libovolném počtu rozměrů. Pro stanovení obsahu jednotlivých plátků potřebujeme znát jejich poloměr a ten jsme si přeci už jednou uvedli a dokázali. Slovo "plátek", prosím, berte s rezervou. Vůbec není myšlen plošný útvar. To slovo má pouze ilustrovat skutečnost, že jde o řez prostoru prostorem s menším počtem dimenzí.

 Teď už je jen sečíst, respektive integrovat. Pro názornost budeme integrovat objem třírozměrné koule. Normálně by se to počítalo ve sférických souřadnicích, protože se ale nemohu opřít o představivost ve vícerozměrném prostoru a meze i jakobiján bych nejspíš určil špatně, budeme to pěkně dělat v kartézských souřadnicích a to i teď u třírozměrné koule pro názornost. Obsah kružnice vytvořené řezem ve vzdálenosti  a  od středu koule, co ji počítáme, je 
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Objem válce o výšce da je
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Protože rozmer da je nekonečně malý, objem celé koule se spočítá integrací:
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Letmým pohledem do tabulek zjistíme, že se nám to náhodou shoduje. Podobně tedy můžeme vypočítat obsah čtyřrozměrné koule. Je tam ovšem jedna potíž s výpočtem integrálu z tvaru [image: image13.png](&2 -a2)'



. Ta se dá ale obejít zajímavým trikem. Představme si, že známe množinu povrchových bodů N-rozměrné koule. Nyní si vytvoříme ještě jednu takovou množinu, ovšem s poloměrem o něco větším a druhou zase s poloměrem o totéž menším. To něco může být malá vrstvička jako třeba u cibule, ale přesnější bude představovat si, že nekonečně tenká. Obsah takového útvaru pak je součin povrchu a tloušťky dané blány, určené oběma vytvořenými množinami. Když si tedy celou kouli rozřežeme na soustředné útvary a jejich obsahy sečteme, získáme obsah celé koule. Nebo jinak: Infinitezimální (nekonečně malý) přírůstek objemu koule je vlastně úměrný jejímu povrchu. (Povrch je vlastně obsah nekonečně tenké povrchové vrstvy.)

dV = P . dR
A protože mocnina poloměru je u výpočtu povrchu vždy o jedničku menší než u obsahu, má vždycky jedna z těch dvou měr sudou mocninu u poloměru. Problémovou odmocninu[image: image14.png](&2 -a2)'



pak lze úpravou pro jednu míru odstranit a vypočítat integrál mnohočlenu. Druhá míra se potom dopočítá ze vztahu  dV = P . dR .

Povrch třírozměrné koule je [image: image15.png]4x. R



a je to množina bodů, které splňují podmínku rovnosti poloměru.

Tak jsem dostal mail, kterej mě upozornil na chybu. Až dosud bylo všechno snad v pořádku, další úvaha má ale jistý nedostatek, na který mne upozornil Lukáš Palatinus. Jeho odvození sem umístím, ačkoli zatím nemám čas ho sám projít. Protože ale má více než sedmdesát doprovodných souborů a já nemám FTP spojení s mujwebem, bude mi to nejakej čas trvat. Nyní tedy proberem tu mou chybu. Podívejme se dále:
Když na úsečku dlouhou dva poloměry čtyřrozměrné koule ve směru nového rozměru za sebe seřeadím všechny povrchy koulí tak, aby pro jejich poloměry platilo [image: image16.png]


, kde a je vzdálenost středu příslušné trojrozměrné koule od středu úsečky, bude množina všech povrchů třírozměrných koulí totožná s množinou povrchových bodů čtyřrozměrné koule.
To je vyložená lež. (Nejhorší je lež, která v sobě zahrnuje mnoho pravd.) Představte si povrch kružnice. Kdyby byl složen z úseček s infinitezimální délkou, rovnoběžných s osou podél které se integruje, celý obvod by byl roven 4R. Následující rovnice tedy nutně dojdou k nesmyslu. (Kdybych si to po sobě aspoň derivací zkontroloval!) Tento trik se tedy použít nedá a je nutno projít to martyrium s integrováním zmíněné problémové odmocniny. Případně je možno nahradit válce kuželama, ale to taky vede k té odmocnině. Měla by jít substituce a = k . sin(x), da = k . cos (x) dx. Nicméně tvrzení dV = P . dR je v pořádku a dá se použít. Všechno se brzy ukáže v Lukášovo postupu.
Její povrch se spočte integrací:
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Obsah se pak spočte zmíněným trikem:
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Vypadá to, že obsah čtyřrozměrné koule je stejně velký, jako obsah čtyřrozměrného "válce", jehož podstava je třírozměrná koule a výška je rovna poloměru. Vzhledem k mojí roztržitosti je ale možné, že jsem se spletl v nějakých konstantách. Kdyžtak to, prosím, po mně zkontrolujte a napište mi opravu. Úvaha, myslím, byla správná a tak by obsah obecně n-rozměrné koule měl být [image: image19.png]kxR



, kde k je racionální číslo (tedy zlomek s celočíselným čitatelem i jmenovatelem). Pro povrch bude platit stejný obecný předpis, jen mocnina poloměru bude o jedničku menší. Je ale ještě třeba dodat, že koule se definuje pro dva rozměry a více. Pro zajímavost se můžeme zamyslet také nad tím, že dvourozměrný prostor je nejmenší (co se týče počtu rozměrů), ve kterém má povrch charakter měřitelného kontinua. V jednorozměrném prostoru je jediný typ konečného útvaru a sice úsečka. Její hranice je tvořena dvěma diskrétními body.
S tím válcem opatrně! Nemá až tak jednoznačnou definici. Může mít kulovou podstavu a jednu výšku a nebo kruhovou podstavu a dvě výšky a v dalších rozměrech bude stále rozmanitější možnost říci, co všechno je válec a pak bude otázkou, jestli takový pojem vůbec má smysl.

Zde tedy končí moje verze výpočtu objemu vícerozměrné koule s konkrétním příkladem pro čtyřrozměrnou kouli. Ještě je třeba uvést verzi kamaráda a protože jí příliš nerozumím, meze a jakobiány nejsem schopen posoudit, uvedu to, jak to mi to poslal. (Ale až to pošle znova, pokud si vzpomene. Já hlava děravá to ztratil.)

Prosím o trpělivost. Až budu moci pokračovat, budu pokračovat.
Poznámka: Stránky jsou umístěny na serveru 

a jeho (ne)stabilita je příčinou toho, že každou změnu musím vkládat několikrát. Je videt, že server není powered by LINUX.
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